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1 ADM decomposition

　準備として、扱う多様体はD + 1次元とし、Globally Hyperbolic(M =
R × σ)だとする。また、空間的にコンパクトで境界はないとする。sはユー

クリッドでは+ローレンチアンでは−とし、X はM の localな座標である。
量子化の方法には色々あるが、ここではよく研究されている正準量子化を行

う。その方法として、重力の Lagrangian

S =
∫

M

dD+1X
√
|det (g)|R(D+1) (1.1)

を正準形式に直すことを考える。Lapse関数N(t, x)と ShiftベクトルNa(t, x)
を用いて、(1.1)は

S =
∫

R

dt

∫
σ

dDX{q̇abP
ab − [NaHa + NH]} (1.2)

と Legendre変換される。ここで

P ab :=
S

q̇ab
= −s

√
det (q)[Kab − qabK] (1.3)

Kab := qc
aqd

b ▽c nd (1.4)

Ha := −2qacDbP
bc (1.5)

H := −(
s√

det(q)
[qacqbd − 1

D − 1
qabqcd]P abP cd +

√
det(q)R) (1.6)

である。P abは三次元メトリック qabに対する正準運動量で、Kabは extrinsic
curvature 、Ha と H はそれぞれ空間の座標の張り方と時間の尺度の取り方

の無限小変換の生成子である。

　 Na と N はラグランジの未定乗数になっており、Ha、H は拘束条件であ

る。つまり、

Ha = 0,H = 0 (1.7)

である。　正準変数 P ab, qcd は、

{P ab(x), qcd(y)} = δa
(cδ

b
d)δ

(D)(x, y) (1.8)

他は 0、を満たしている。P ab,qabは対称なテンソルなので、位相空間の次元

は 12である。また、拘束条件は 4つあり、それを解くためにゲージ固定を 4
つしなくてはならない。それゆえ力学的自由度は 4である。

Ashtekar変数を用いた作用　 qab,P ab を使った ADM形式では、H が多

項式形でなく、qab を含んでいて複雑な形をしている。それゆえ、H を量子
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化して、それによって消滅される波動関数を求めることは不可能に思われる。

しかし、Ashtekar変数を用いることによって拘束条件をより簡単な形になお
すことができる。

まず D次元 tetrad(coD-bein) ei
a

qab := δije
i
aej

b (1.9)

とそれに独立な one-form Ki
a

−2sKab := sgn(det ((ei
a)))Ki

(aei
b) (1.10)

を用意する。これらのテンソルは D次元空間 σ に住んでいるとする。(2.2)
より明らかに、

Gab := Kj
[aej

b] = 0 (1.11)

という拘束がある。今、

Ea
j :=

1
(D − 1)!

ϵaa1··aD−1ϵjj1··jD−1e
j1
a1

· ·ejD−1
aD−1

(1.12)

とおくと、(2.3)は、
Gjk := Ka[jE

a
k] = 0 (1.13)

と同値だとわかる。

次の量を定義する。

qab := Ej
aEj

b |det ((Ec
l ))|2/(D−1), P ab := |det ((Ec

l ))|−2/(D−1)Ea
kEd

kKj
[dδ

b
c]E

c
j

(1.14)
さらに、Ea

j ,Kj
a に次のポアソン括弧を定義する。

{Ea
j , Eb

k} = {Kj
a,Kk

b } = 0, {Ea
i ,Kj

b} = δa
b δj

i δ(x, y) (1.15)

するとここで定義した qab,P ab は、Gjk = 0の時に前章で定義したものと同
じポアソン括弧の関係を持つことが確かめられる。まず、qabは Ei

aのみから

できているので、

{qab(x), qcd(y)} = 0 (1.16)

また、

{Pab, qcd} = (
1
2
[qa(eqb)f − qabqef ]Ej

f )(x){Kj
e(x), (|det(E)|2/(D−1)Ek

c Ek
d )(y)}

= (
1
2
[qa(eqb)f − qabqef ]Ej

f )(x)[
2

D − 1
qcd(x)

{Kj
e(x), |det (E)|(y)}
|det (E)|(x)

+ 2(det (q)Ek
(c(x){Kj

e(x), Ek
d)(y)}]

= ([qa(eqb)f − qabqef ][− 1
D − 1

qcdqef + qe(cqd)f ])(x)δ(x, y)

= δa
(cδd)bδ(x, y) (1.17)
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となる。最後に

{P ab(x), P cd(y)} = −det (e)
8

[qbcGab + qbdGac + qacGbd + qadGbc](x)δ(x, y)
(1.18)

Gjk := KajE
a
k (1.19)

が得られるが、これは Gab = 0のとき 0である。
新しい変数で作用を書くと、

S :=
∫

R

dt

∫
σ

dDx(K̇j
aEa

j − [−ΛjkGjk + NaHa + NH]) (1.20)

Ha := −Db[Kj
aEb

j − δb
aKj

cEc
j ] (1.21)

H := − s

4
√

det (q)
(Kl

aKj
b − Kj

aKl
b)E

a
j Eb

l −
√

det (q)R (1.22)

と書き換えられる。ここで Gは三次元 tetradの生成子である。
ここまでは、ADM-Actionを tetradを使って書き換えたに過ぎない。ハミ

ルトニアン拘束条件を多項式形に書くには次の微分が必要である。

Daub..vj := (Daub) + .. + ub..(Davj) (1.23)

ここで、

Da := ∂avj + Γajkvk (1.24)

である。さらにこの微分は

Daej
b = 0 (1.25)

を満たすとする。この時接続は唯一つに定まり、

Γajk = −eb
k[∂aej

b − Γc
abe

j
c] (1.26)

となる。

Ashtekar形式に直すためにこれから２回正準変換をする。以下 D = 3と
する。始めはWeyl変換と呼ばれるもので、

(Kj
a, Ea

j ) 7→ ((β)Kj
a := βKj

a, (β)Ea
j := Ea

j /(β)) (1.27)

である。この時、三次元 tetradの回転の拘束条件は、

Gj = ϵjklK
k
aEa

l = ϵjkl((β)Kk
a )((β)Ea

l ) (1.28)

となり、不変である。

次は affin変換と呼ばれる変換である。まず、DaEa
j = 0より、

DaEa
j = [DaEa]j + Γ k

aj Ea
k = ∂aEa

j + ϵjklΓk
aEa

l = 0 (1.29)
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により、Γk
a を定義する。Ea

i の関数として書けて、

Γi
a =

1
2
ϵijkeb

k[ej
a,b − ej

b,a + ec
je

l
ael

c,b]

=
1
2
ϵijkEb

k[Ej
a,b − Ej

b,a + Ec
jE

l
aEl

c,d

+
1
4
ϵijkEb

k[2Ej
a

(detE),b
det E

− Ej
b

(detE),a
detE

] (1.30)

となっている。これより、Γj
aはEa

j の零次の関数になっていることが分かる。

つまり、

((β)Γj
a) := Γj

a((β)E) = Γj
a = Γj

a((1)E) (1.31)

(β に依らない)となっている。それと (β)qab = β((1)qab)より、

Da((β)Ea
j ) = 0 (1.32)

がいかなる βにおいても成り立っている。これより、三次元 tetradの回転に
関する拘束条件は

Gj = 0 + ϵijk((β)Kk
a )((β)Ea

l )

= ∂a((β)Ea
j ) + ϵijk[Γj

a + ((β)Kk
a )]((β)Ea

l )

=: (β)Da
(β)Ea

j (1.33)

となる。これから、新しい接続として、

((β)Aj
a) := Γj

a + ((β)Kj
a) (1.34)

をとってみる。これは Ashtekar接続の一般形である。
上で定めた (β)Aj

a と
(β)Ea

j が正準共役な量、つまり

{(β)Aj
a, (β)Ak

b} = {(β)Ea
j , (β)Eb

k} = 0 (1.35)

{(β)Ea
j , (β)Aj

b} = δb
aδk

j δ(x, y) (1.36)

であることを確かめる。Γi
a と Eb

j の交換関係は零のため、考えるべきは Γi
a,

Kj
b の交換関係である。(2.27)が満たされるなら、

β[{Γj
a(x), Kk

b (y)} − {Γk
b (y),Kj

a(x)}] = β[
δΓj

a(x)
δKb

k(y)
− δΓk

b (y)
δKa

j (x)
] = 0 (1.37)

が成り立っているはずである。つまり、ポテンシャル

Γj
a =

δF

δEa
j

(1.38)

が存在すればよい。F の候補として、

F =
∫

σ

d3xEa
j (x)Γa

j (x) (1.39)
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が挙げられる。これは実際ポテンシャルになっていることを示す。それには、∫
d3xEa

j (x)δΓj
a(x) = 0を言えば十分である。(2.22)より、

ea
i δΓi

a = −1
2
ϵabc∂a[(δej

b)e
j
c] (1.40)

が、得られる。これから、∫
σ

d3xEa
j δΓj

a = −1
2

∫
σ

d3x∂a(ϵabcδej
be

j
c) =

1
2

∫
∂σ

dSaϵabcej
bδe

j
c (1.41)

であり、いまは多様体に境界がないとしているので、この積分は零である。

よって、(β)Aj
a と

(β)Ek
b が正準共役だと確かめられた。

次に残りの拘束条件を新しい変数で書き直す。まず、次の曲率を定義する。

Rj
ab := 2∂[aΓj

b] + ϵjklΓk
aΓl

b (1.42)

(β)F j
ab := 2∂[a

(β)Aj
b] + ϵjkl

(β)Ak
a
(β)Al

b (1.43)

共変微分との関係は

[Da, Db]vj = Rabjlv
l = ϵjklR

k
abv

l (1.44)

[(β)Da, (β)Db]vj = (β)Fabjlv
l = ϵjkl

(β)F k
abv

l (1.45)

である。(β)F j
ab を Γ,(β)K で書けば、

(β)F j
ab = Rj

ab + 2βD[aKj
b] + β2ϵjklK

j
aKk

b (1.46)

これを (β)Eb
j で縮約させると、

(β)F j
ab

(β)Eb
j =

RabE
b
j

β
+ 2D[a(Kj

b]E
b
j ) + βKj

aGj (1.47)

となる。上式の第一項が消えることを言う。Rabcd = Rabdc より、

ϵijkϵefcRj
efek

c = 0
1
2
ϵijkϵefcRefek

cei
a =

1
2
Eb

j ϵcabϵ
efcRj

ae = Rj
abE

b
j (1.48)

このことと、(2.13)を使って、

(β)F j
ab

(β)Eb
j = Ha + (β)Kj

aGj (1.49)

次に (2.38)を ϵ(β)Ea
k

(β)Eb
l で縮約させると、

(β)F j
abϵjkl

(β)Ea
k

(β)Eb
l = −det (q)

Rabkle
a
keb

l

(β)2
− 2

Ea
j DaGj

β

+ (Kj
aEa

j )2 − (Kj
bEa

j )(Kk
aEb

k) (1.50)
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となっている。この式を (2.39)を使って変形させると、

(β)F j
abϵjkl

(β)Ea
k

(β)Eb
l + 2

Ea
j DaGj

β

=
√

det (q)[−
√

det (q)
R

β2
−

−(Kj
aEa

j )2 + (Kj
bEa

j )(Kk
aEb

k)√
det (q)

]

=

√
det (q)
β2

[−
√

det (q)R − β2
−(Kj

aEa
j )2 + (Kj

bEa
j )(Kk

aEb
k)√

det (q)
]

=

√
det (q)
β2

[H + (
s

4
− β)

−(Kj
aEa

j )2 + (Kj
b Ea

j )(Kk
aEb

k)√
det (q)

= 4s
√

det (q)[− s

4
√

det (q)
[−(Kj

aEa
j )2 + (Kj

bEa
j )(Kk

aEb
k)] − s

4β2

√
det (q)R]

= 4s
√

det (q)[H − (1 +
s

4β2
)
√

det (q)R] (1.51)

となる。

以上の結果をまとめると、正準変数は Ea
j と Aj

a で、拘束条件は

Gj = (β)Da
(β)Ea

j = ∂a
(β) + ϵjkl

(β)Aj
a
(β)Ea

j (1.52)

Ha = (β)F j
abE

b
j (1.53)

H = [β2(β)F j
ab + (β2 − s

4
)ϵjmn

(β)Km
a

(β)Kn
b ]

ϵjkl
(β)Ea

k
(β)Eb

l√
det (β)qβ

(1.54)

である。Eと Aはそれぞれ 9個づつあり、拘束条件は 7個である。ゲージ固
定を考えると、最後に残る力学的自由度は 18-14=4である。

2 C⋆ algebla

前回は拘束条件が、

Gj = (β)Da
(β)Ea

j = ∂a
(β)Ea

j + ϵjkl
(β)Aj

a
(β)Ea

j (2.1)

Ha = (β)F j
abE

b
j (2.2)

H = [β2(β)F j
ab + (β2 − s

4
)ϵjmn

(β)Km
a

(β)Kn
b ]

ϵjkl
(β)Ea

k
(β)Eb

l√
det (β)qβ

(2.3)

で、正準変数は Ea
j と Aj

a であることまで分かった。今回は、ガウスゲージ

Gj = 0を解くことを考える。
拘束条件を解くとは、具体的に二つの方法によってである。一つは、tetrad
の向きを最初から固定してしまう方法である。この方法は、格子を使った時

には便利だが、一般の場合は向いていない。もう一つは、初めからゲージ不

変な空間 A/G で考える方法である。今回は後者について説明する。
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以後、考えるのは SL(2, C)(ローレンツ)、及び SU(2)(ユークリッド)とす
る。e′i = U i

je
i のようにゲージ変換すると、接続は

A′
a = UAaU + UdU−1 (2.4)

のように変化する。ここで、3次元空間 σ上の閉じた、方向を持ったループ

α を考え、その上で接続をバンドルのベクトルとして平行移動すると、

P (α,A) := P exp
∮

α

A (2.5)

となる。ここで P は経路に沿った順序積である。これを内部変数でトレース
を取った T 変数は

T (α,A) :=
1
2
Tr(P exp

∮
α

A) (2.6)

である。

この T 変数が、ゲージ不変であることを示す。まずループが n個に区切ら

れているとし、i番めの点から i + 1番めの点へはベクトル δsiで結ばれてい

るとする。nを十分大きくとれば、

P = (1 + Anδsn)(1 + An−1δsn−1) · · · (1 + A1δs0) (2.7)

となっている。ゲージ変換をすれば、

(1 + A′
iδsn)(xi) = U(xi+1)(1 + Ai(xi)δsn)U−1(xi) (2.8)

となる。なぜなら

U(xi+1)(1 + Ai(xi)δsn)U−1(xi) = U(xi + δsi)(1 + Ai(xi)δsn)U−1(xi)

= (U(xi) + dUδsi)(1 + Ai(xi)δsn)U−1(xi)

≈ 1 + UAU−1δsi + UdU−1δsi (2.9)

となるためである。この結果を (7)式に代入すると、

P = U(x0)(1 + Anδsn)(1 + An−1δsn−1) · · · (1 + A0δs0)U−1(x0) (2.10)

となるので、T 変数は不変である。

以上の考察より、あらゆるループを持ってくれば T 変数は、A/G 上の全て
の関数をはっているのではないかと思われる。

これを詳しく見ていくこととする。

まずループを定義する。L§′は、x0 ∈ Σを基点とする連続で、区分的に smooth
なループとする。ここでループとは α : S1 → Σであり、パラメトライズに
依らないとする。

さらにこのループに同値類を定める。

α ≡ β mod R if Tα = Tβ for all A ∈ A (2.11)
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そうすると、以下の同値関係が生まれる。

α ◦ β ≡ β ◦ α (2.12)

α ≡ α−1 (2.13)

α ◦ α−1 ≡ x0 (2.14)

α ◦ ρ ◦ ρ−1 ≡ α (2.15)

ここで ρは αにつながっている任意の経路である。Lx0/Rの空間での積を

[α]R[β]R := [α ◦ β]R (2.16)

で定めれば、Lx0/Rは可換群の構造を持っていることがわかる。

2 × 2行列で行列式が 1の行列 C,Dは次の恒等式をみたす。

TrCTrD ≡ Tr(CD) + Tr(CD−1) (2.17)

これより、T 変数は、

TαTβ =
1
2
(Tα◦β + Tα◦β−1) (2.18)

を満たしている。これによって T 変数の関数空間の積を定義する (和は普通
に行なうとする)。するとある代数 HAが出来ることが分かる。さらにポア
ソン括弧が可換なため、以後この代数は可換なものとして扱う。この代数の

性質を調べるために、ループ空間のベクトル空間 FLx0 を考える。和は通常

と同じように定義されているとして、積は、

(
n∑

i=1

aiαi)(
m∑

j=1

bjαj) :=
n∑

i=1

m∑
j=1

aibjαiαj (2.19)

で定義する。ここで

αβ :=
1
2
(α ◦ β + α ◦ β−1) (2.20)

であるとする。ここで先ほどの同値類Rより、より一般的な同値関係Kを次
のように定める。

K := {x =
n∑

i=1

aiαi|
n∑

i=1

aiT (αi, A) = 0 for all A ∈ A (2.21)

いまmap FLx0 → HAは
∑n

i=1 aiαi →
∑n

i=1 aiTαi によって与えられれる

で、準同型定理より FLx0/K ≃ HAとなる。この代数は次の性質を持つ、

1. 結合法則を満たし、可換である。

2. 単位元 e := [x0]K をもつ。

3. もし α ≡ β mod Rならば Tα = Tβ したかって α− β ∈ K 、したがっ

て FLx0/Kは TαがRの同値類のみによるということを満たしている。
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4. Mandelstam 恒等式を満たす。

HAが可換な代数のため、C⋆ 代数にすることができたら、Gel’fandのスペ
クトル定理が使えると予想される。

まず C⋆ 代数を説明する。

代数Aがあった時 involutionとは次のmapである。⋆ : A → A; a → aは次

を満たす。

1)(za + z′b)⋆ = z̄a⋆ + z̄′b⋆

2)(ab)⋆ = b⋆a⋆

3)(a⋆)⋆ = a

involutionが定義された代数を ⋆代数と言う。

normの定義された代数 Aとは、norm∥ . ∥: A → R+ という mapであり、
次の性質を満たす。

1)∥a + b∥ ≤ ∥a∥ + ∥b∥
2)∥za∥ = |z|∥a∥
3)∥a∥ ⇔ a = 0
4)∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥

さらに involutionが定義されている時には ∥a⋆∥ = ∥a∥ も要請する。
normから 2つの代数に d(a, b) = ∥a − b∥のように距離が与えられる。この
距離において代数 Aが完備 (任意のコーシー列が収束する)ならば、その代
数は Banach代数と呼ばれる。
C⋆ 代数とは、Banach代数で involutionが定義されていて、∥a⋆a∥ = ∥a∥2

を満たしている時に言う。

以下、SU(2)のみを扱うとする。HAの場合。距離を、

∥
n∑

i=1

ai[αi]K∥ := sup
[A]G∈A/G

|
n∑

i=1

aiTαi([A]G)| (2.22)

で定め、involutionの作用を、

(
n∑

i=1

ai[αi]K)⋆ :=
n∑

i=1

āi[αi]K (2.23)

で定めれば、C⋆ 代数になる。ここで、SL(2, C)の時には今と同様な方法で
距離と innvolution作用を定義できないことに注意する。
C⋆ 代数 Aの重要なところは次の定理が成り立つためである。

定理１

全ての可換C⋆代数はGel’fand 変換において、∆上の全ての連続な関数から
なる空間 C(∆)に等長空間で同型である。ここで∆は可換 C⋆代数上の関数
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(スペクトル)であり、∆と Aの最大イデアル I の集合は一対一の関係∆ →
I;h → ker(h) (h ∈ ∆)を満たしている。また、この関係は homomorphismで
ある。また、Gel’fand変換とはA→ C(∆);x → x̃ここで x̃(h) = h(x) (h ∈ ∆)
となる変換である。

∆には Gel’fandトポロジーが定義できる。

定義１

可換 C⋆ 代数の Gel’fandトポロジーとは∆の弱い ⋆トポロジーである。こ

こで、弱い ⋆トポロジーは点列の収束によって与えられる。つまり、∆上の
点列は Aの上の連続関数の点列が収束するならば収束する。
このようにトポロジーを定義すると、次の定理が成り立つ、

定理２

可換C⋆代数はそのGel’fandトポロジーにおいてコンパクトでハウスドルフ
である。

さらに、ヒルベルト空間との関係として、次の定理がある。

定理３

任意の可換な C⋆ 代数は、あるヒルベルト空間 H 上の bounded operater
B(H)に同型である。

3 GNS construction and Measurement The-

ory

前回は可換 C⋆環であるHAを定義した。また、次の定理が成り立つこと
を見た。

定理３

Aを C⋆ 環とする。このとき Aはあるヒルベルト空間の bounded operator
からなる、ノルムで閉じた、自己随伴の部分環に ⋆同型である。

今回は C⋆環がHAのとき、⋆同型となる写像（表現）とヒルベルト空間が

どのように表せるかを見る。

定義２

表現とは π : A → B(H) という写像で ⋆準同型である。ここで　 ⋆準同型

とは以下が成り立つことである。

(1)π(αA + βB) = απ(A) + βπ(B)
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(2)π(AB) = π(A) + π(B)
(3)π(A⋆) = π(A)⋆

いま、表現として R̂　とする。内積が定義されるならば Γ(x) := ⟨Ψ, R̂Ψ⟩と
して xの関数が定まる。ここで Gel’fand変換 x → x̃を使うと、C(∆) 関数
が Γ̃(x̃) := Γ(x)として定義される。ここで ∆はコンパクト、ハウスドルフ
空間だったので、Riezの表現定理が使えて、Γ(x)は次のように書ける。

⟨Ψ, R̂Ψ⟩ =
∫

∆

dµ(h)x̃(h) =
∫

∆

dµ(h)h(x) (3.1)

ここでµは∆上の regularな確率Borel測度である。Riezの表現定理、regular
な確率 Borel測度については後述。
これから πが状態に C⋆環の単なる積として作用することができることを見

る。それには GNS-constructionを使う。GNS-constructionとは以下で定義
されたものである。

定義３

ωψ(b) := ⟨ψ, bψ⟩とする。ある ωに対して null空間Nω := {a ∈ A; ω(a⋆a) =
0}を定める。ここで GNS表現とは、

πω : A → B(Hω) ;Hω := A/Nω := {[a]; a ∈ A} (3.2)

である。ここで上付きの barはノルムをとることを意味している。また、[.]
は A → A/Nω; a → [a] := {a + b; b ∈ Nω} となる商空間への写像である。
GNS表現は単純な積として定義する。

πω(a)[b] := [ab] (3.3)

この写像は連続的である。ヒルベルト空間は次の内積をもって定義される。

⟨[a], [b]⟩Hω := ω(a⋆b) (3.4)

いま、ヒルベルト空間の状態として Ωω := [1]をもってくるとこれは Hω に

対して cyclicである。つまり、ヒルベルト空間は {πω(a)Ωω; a ∈ A}によっ
て張られる。さらに、

ω(a) = ⟨Ωω, πω(a)Ωω⟩Hω (3.5)

となっている。

今、具体的なC⋆環HAにGNS-constructionを適用する。まず、ω(a⋆a) = 0
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ならば a|ψ⟩ = 0だが、HA := FLx0/K よりそのような a ∈ HAは 0だけで
ある。よって、Nω = {0}がわかる。これによってヒルベルト空間は HA全
体を覆っていることになる。また、HAはGel’fand変換によってスペクトル
∆上の連続な関数空間と同一視できる。したがって、ヒルベルト空間は∆上
の連続な関数全体を覆っていることが分かる。また、オペレーターとして、T
変数をオペレーター化したものを考えると、これは Ψ = [1]のとき h[α]K は
ヒルベルト空間を張っていて（cyclic）、単なる積としてヒルベルト空間に作
用する。

(T̂αΨ)(h) := h([α]K)Ψ(h) (3.6)

以下 Riez の表現定理を説明する。参考文献としては Walter Rudin の　
Real and Complex Analysis の一章二章がある。
定義４

X を集合とする。次の条件を満たす X の部分集合の集まり U を σ 代数と

いう。

1)
1)X ∈ U 　
2)U ∈ U ならばX − U ∈ U
3)U は加算個の和によって閉じている。つまり、Un ∈ U ならば ∪∞

n Un ∈ U。
集合 U ∈ U は測定可能であるといい、σ代数の入ったX を測定可能空間と

いう。

2)
X を測定可能空間とし、Y を位相空間とする。関数 f : X → Y は、どんな

開集合 V ∈ Y に関しても f−1(V ) ∈ X がX の測定可能な部分集合になって

いるとき、測定可能という。

3)
X を位相空間とする。X の最小の σ代数、つまりすべての開集合を含むも

の、は Borelの σ代数と呼ばれる。Borelの σ代数の要素を Borel集合と
いう。

定義５

測定可能空間 (X,U)上の複素測度とは µ : U → C −∞;U → µ(U) で、加算
和可能な関数である。つまり、

µ(
∞∪

n=1

Un) =
∞∑

n=1

µ(Un) (3.7)

をみたす。ここで Uk は相互に交わることのない測定可能な部分集合である。

ここで µは positive semidefinite(µ : U → R+ ∪ 0,∞)であってもよい。こ
こで 0 · ∞ = 0と定める。また、µ(X) = 1のとき確率測度という。(X,U , µ)
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を測定可能空間という。

定義６　

関数 s : X → C はその値が有限個の値からなるとき simpleという。もし、
zk ∈ C, k = 1, .., N で Sk = s−1({zk})ならば、s =

∑N
k=1 zkχSk

となる。こ

こで χS(x) = 1 if x ∈ S otherwise χS(x) = 0であり、χS は S ⊂ X の特性

関数と呼ばれる。

定理５

f : X → [0,∞]が測定可能だとする。このとき測定可能で simpleな関数の、
次のような列 sn が存在する。

a)0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ ... ≤ f

b) limn=1 sn(x) = f(x)

定義７

1)
測定可能空間 (X,U , µ)上の simpleな測定可能関数 s =

∑N
k=1 zkχSk

(zk > 0)
に対して、

µ(s) :=
∫

X

dµ(x)s(x) :=
N∑

k=1

zkµ(Sk) (3.8)

を定める。一般の測定可能関数 f : X → [0,∞]に対しては、

µ(f) := sup
0≤s≤f

µ(s) (3.9)

とさだめる。ここで µ(f)はルベーグ積分と呼ばれる。
2)
µ(f) = 0ならば f = 0となるとき µを positive definiteという。
定義８

1)位相空間 X はすべての点で、その開近傍の閉包にコンパクトなものが存

在するとき局所コンパクトという。

2)位相空間 X の部分集合 S は、それが加算個のコンパクト集合の和集合の

とき σ コンパクトという。

定義９

1)Borel代数上に定義された測度 µは Borel測度と呼ばれる。
2)Borel集合 Sとその上の正のBorel測度は次の条件を満たすとき outer reg-
ularと呼ばれる。

µ(S) = inf{µ(O);S ⊂ O; O ∈ U open} (3.10)

3)Borel集合 Sとその上の正のBorel測度は次の条件を満たすとき inner reg-
ularと呼ばれる。

µ(S) = sup{µ(K);S ⊃ K; K ∈ U compact} (3.11)
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4)µが正の Borel測度で、innerかつ outer regular なら µ は regularと呼ば
れる。

定理６ (Riezの表現定理)

X を局所コンパクトでハウスドルフ空間だとする。Λ : C0(X) → C をコン

パクトな台X 上の連続な複素数値関数の上の正数値線形関数だとする。その

ときX には Borel σ代数を含む σ代数 U が存在し、U 上に次の式を満たす
正の測度 µが一意的に存在する。

Λ(f) =
∫

X

dµ(x)f(x) ∀f ∈ C0(x) (3.12)

さらにX が σコンパクトならば µは regularである。
これをコンパクト・ハウスドルフ空間に適用させると次のような定理が得ら

れる。

定理７

X をコンパクト・ハウスドルフ空間とする Λ : C(X) → C を X の連続関数

上の正数値線形関数とし、Λ(1) = 1とする。このとき次の式を満たす regular
で Borelで確率測度である µがX の自然な Borel σ代数 U 上に、一意的に
定まる。

Λ(f) =
∫

X

dµ(x)f(x) ∀f ∈ C0(x) (3.13)

4 Spectrul Theory and example

今までのまとめ

　まず、いままでの復習を例を通してする。

例１：二点空間

　可換 C⋆ 環 Aとして、(
a1 0
0 a2

)
a1, a2 ∈ C (4.1)

をもってくる。この上のスペクトル (⋆準同型写像)は、以下のものがある。

χ1,2

(
a1 0
0 a2

)
= a1,2 (4.2)

つまり、A上のスペクトルは二点からなる。さらにこの二点の上に関数空間
Aを ā(h) = h(a)となるように定義する。ここで ā ∈ A , h ∈ χ , a ∈ Aであ
る。ここで a → āは Gel’fand変換とよばれる。Gel’fandの定理によれば可
換 C⋆ 環はコンパクト・ハウスドルフ空間上の連続な関数に同型であり、こ
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こでは (1.1)で定義されるC⋆環と二点上の関数が同一視できることを意味し

ている。

χ1 χ2

a1

a2

図１

なお、この C⋆ 環に対応するヒルベルト空間は二点上の関数全体によって張

られている。

　例２：U(1)
　次に anam = an+m, (an)⋆ = a−n (n, m ∈ N)という可換 C⋆ 環を考え

る。このスペクトルとして χ(an) = exp (inx)がある。もちろん ainx という

形の関数ならスペクトルになりえるわけだが、同時に持ってくることはでき

ない。また、それらの間には同型写像があるためどれかひとつについて調べ

ればよい。ここでは指数関数の形に限ることにする。exp (inx)がとりうるす
べての値をとるためには xは 0 ∼ 2πあれば十分である。ゆえに χは U(1) と
同一視できる。U(1)上の任意の連続な関数はフーリエ変換によって exp(inx)
に分解できる。このとき exp (in·) → anによって U(1) 上の連続関数とC⋆環

が同一視できる。

図２

測度は単に円周上の自然な測度でよく、ヒルベルト空間はexp(inx) for all n ∈
N によって張られる。

ループ重力
　前回求めたスペクトル上の測度を使えば、スペクトル上の状態 Ψ(h)は次

の積分

Ψ(α) :=
∫

∆

µ(h)Ψ(h) (4.3)
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によってループ上の関数になる。Ψ(α) =<α|Ψ>と考えることによって、ルー

プそのものを量子状態としてあつかう。ありとあらゆるループを扱うよりグ

ラフのなかのループを考えたほうが簡単なので、まずグラフを考える。ここ

でのグラフは三次元空間に埋め込まれたものとする。

edge

vertex

図３

　これからはグラフの中に存在するループを扱う。もちろん、三次元空間の

なかにあったあらゆるループを再現するには、あらゆるグラフを持ってくる

必要がある。それらのグラフの中には次のようにほかのグラフに完全に埋め

込まれているグラフもあり、注意が必要である。

γ1 γ2

図４

だが、今回は詳しく踏み込まない。　次に、あるグラフが与えられたときに、

前回の正規確率ボレル測度がどのように制限されるか (具体的に書けるか)を
見る。それによってループ状態間での内積が定義できるためである。

　まず次の定理よりスペクトルと A/G の関係が分かる。
定理１

　 A/G からスペクトルへの写像 (J : A/G → ∆ ; x → Jx where Jx(f) :=
f(x) ∀f ∈ HA) において、J(A/G)は Gel’fand トポロジーにおいて∆に稠
密である。

　この定理はホロノミー代数に限ったことではなく、一般に成り立つ。また、

この定理から以後∆のことを A/G と書くことにする。
　次に、あるグラフにのっているAγ/Gγ が具体的にどのような構造をもって

いるかを示す定理を挙げる。ここではループからなる群 hoop group HGγ

(α ◦ β ∈ HGγ)を使う。
定理２　

　 Aγ/Gγ の要素 Aγ は hoop groupHG から SU(2)への準同型 Ĥ を次のよ

うに与える。

Āγ(α) =
1
2
TrĤ(α) (4.4)
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　今、Aγ/Gγ の中に同値関係Aγ1 ∼ Aγ2 iff g−1 · Ĥ · gを入れるとする。ま
た、独立なループの個数を nとする。このとき全単射な写像

[Aγ/Gγ ]/∼ → [SU(2)]n/Ad (4.5)

がある。

　 Ĥ の簡単な例としてはホロノミーにループだけ入った関数がある。

Āγ : Uα∈γ(α, •) → SU(2) (4.6)

　定理１・２によってグラフにおけるスペクトル上の測度を次のように定義

する。 ∫
Aγ/Gγ

dµf :=
∫

[SU(2)]n/Ad

dµ′f (4.7)

fはグラフ上に制限されたスペクトル (Aγ/Gγ)上の関数である。µ′は [SU(2)]n/Ad

上の正規確率ボレル測度である。特に、測度として SU(2) 上のハール測度
を持ってくれば、Ad普遍な測度のため、

∫
[SU(2)]n

dµHf となる。この定義に

よってループどうしの内積は

< α, β >=
∫

[SU(2)]n
dµHTr(Uα)Tr(Uβ) (4.8)

となる。

5 Operator on Loop State

　いままでは次元を考えてこなかったが、これからは次元を入れて考える

ことにする。まず、基本変数は幾何学的次元を持つものとする。ここでは次

のようにおく。

[gab] = L2, [Ẽa
i ] = L2, [Ai

a] = 1 (5.1)

また、Actionは、G−1倍する。つまり、幾何学的次元からもともとの次元へ

と戻す。ここで Gは、

G =
16πGNewton

c3
(5.2)

である ([G] = TM−1)。そのときポアソン括弧は次のようになる。

Ai
a(x), Ẽb

j (y) = Gδb
aδi

jδ
3(x, y) (5.3)

Ashtekar変数を次のように定義する。

Ẽa = 2Ẽa
i τi (5.4)

Aa = Ai
aτi (5.5)

19



　 T 変数の factorを変えて T とかく。

T (α) = −Tr[Uα] (5.6)

T 変数から類推して、ゲージ普遍な量が定義できる。それは次の一連のもの
である。

T a[α](s) = −Tr[Uα(s, s)Ẽa(s)] (5.7)

T a1a2 [α](s1, s2) = −Tr[Uα(s1, s2)Ẽa2Uα(s2, s1)Ẽa1 ] (5.8)
...

T a1···aN [α](s1, · · · , sN )=−Tr[Uα(s1, sN )ẼaN (sN ) · · ·Uα(s2, s1)Ẽa1(s1)](5.9)

この T 変数のMandelstam恒等式は、

T [α]T [β] + T [α#sβ] + T [α#sβ
−1] = 0 (5.10)

となっている。ここで #s はパラメター sのところで接続されている新しい
ループを意味する。これは局所的な関係式である。つまり二つのループが繋

がっていなければ成り立たないとする。いままでと同じ非局所的なループ (離
れているループ)に対してこの関係式がなくなってしまうように一見見える
が、α → α ◦ γ ◦ γ−1 というループを考えればよい。

　上で定義した量 (以下これらすべても T 変数と言う)のポアソン括弧は次
のようになる。

{T [α], T [β]} = 0 (5.11)

{T a[α], T [β]} = −G∆a[β, s] · 1
2
{T [α#sβ] − T [α#sβ

−1]} (5.12)

ここで、

∆a[β, s] =
∫

β

dτβ̇a(τ)δ3[β(τ), s] (5.13)

である。ここで２番目のポアソン括弧を求めるときに、

−{TrUαUβ − TrUαUβ} =
∑

i

TrUασiUβσi + 3TrUαU−1
β (5.14)

となることを使った。

　前回と同様にあるグラフにおけるループだけを考えるとすると、ループ状

態はそのグラフの中にあるすべてのループからなる。独立なループを αiとす

れば、ループ状態は一般に次のように書ける。

< c0 +
∑

i

ci[αi] +
∑
ij

[αi][αj ] + · · · | (5.15)
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ここで、c0 は点のループの係数である。

　 T変数を量子化はその交換子が、ポアソン括弧の i~倍になるように行い
たい。そのため T̂ [α]はループ状態に次のように作用すると定義する。

< c0+
∑

i

ci[αi]+
∑
ij

[αi][αj ]+· · · |T̂ [α] =< c0[α]+
∑

i

[αi][α]+
∑
ij

[αi][αj ][α]+· · · |

(5.16)
また、T̂ a[α]は微分演算子、つまり Leibnizルールを満たすように定義する。
一つのループに対しては次のように作用すると定義する。

< [β]|T̂ a[α] = −il20∆
a[β, s]

1
2
(< [α#sβ]|− < [α#sβ

−1]|) (5.17)

ここで、

l20 = ~G = 16πl2Plank (5.18)

である。Leibnizルールより、この作用は一般のループ状態への作用に拡張でき
る。なお、上の式の作用を graspという。また、一般の T̂ a1···aN [α](s1, · · · , sN )
に関しては次のように定義する。

< [β]|T̂ a1···aN [α](s1, · · · , sN ) =

(−il20)
N∆a1 [β, s1]· · ·∆aN [β, sN]

1
2N

(<[α1]|− <[α2]| + · · ·+ <[α2n ]|)(5.19)

ここで、[αi] (i = 1 ∼ 2N )は次のように作られる。まず、N 個の交点でそ

れぞれ αと βを切り離す。次にそれぞれ２通りの方法でつなぐ。符号は、新

しくできたループですべて元と同じ向きを向いているものを正とし、以後向

きが逆になるたびに負の符号を掛けていく。

spin network 状態
　今まではあるグラフにおけるありとあらゆるループを考えてきたが、Man-
delstam恒等式 [α][β] = [α#sβ] + [α#sβ

−1]があるため over complete で
ある。だが、ループ状態から完備な (直交もしている)状態を作ることができ
る。　まず、グラフ Γにたいして、3-valentな交点しか持たないグラフを次
のように考える。n-valentな交点があった場合、交点にささっている n個の
辺に番号をつける。そして、図のように n-2個の新しい交点を作る。これを
ribbon-netという。

1

2

3 4

5

6 1

2

3
4

5

6

図１

この 3-valentな交点しか持たないグラフを Virtual graphと言う。
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　次に Virtual graphに対して、その辺すべてを太くする。そして交点には
円を書くことにする。

図２

今までのループ状態はこの ribbon-netの中にどこを通ったのか目で見えるよ
うに書くことができる。

定義　 graphΓSの spin networkとは、virtual trivalent graphで、そのそれ
ぞれの辺 (e)に colorと呼ばれる正の整数 (pe)がついたものである。ここで、
ある交点にささっている辺の colorを p1, p2, p3 とすると、p1 = a + b, p2 =
b + c, p3 = c + aとなる正の整数 a, b, c が存在するという条件が colorにはあ
る。spin network を S = (ΓS , {pe}) と書く。
　 spin network 状態とは、spin network において定められる。まず、その
graphを

ribbon-netにする。それぞれの辺に colorの個数入ったループ状態の中で、
ribbon-netの中で一回も交わらない状態を P

(0)
S とする。辺 eでの antisym-

metlizerを Π(e)
pe と書く (Π(e)

n Pe = 1
n!

∑
p(−1)|p|P (p)

e ここで P
(p)
e は p という

permutationを行ったループ状態を示している。また、|p|は permutationの
parity である)。spin network状態 (PS)は、

PS =
∏
e∈Γ

Π(e)
pe

P
(0)
S (5.20)

で定義される。この状態は一つのグラフに関しては完備で、前回作った測度

で正規直交である。

　例１

2

1

1
2

1

　先ほどの grapsという作用はループ状態に対しては、次のように作用する。
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graps

α

β

1

2

が、spin network 状態に対しては次のように作用することが分かる。

grasp

α

β

p

1 p
p 1

2

なお、∆a[β, s]は省略した。
　 spin network状態には 3valentの交点の取り方に曖昧さが残るが、違う
3valentをとったとしてもその間にはユニタリ変換 (直行)がある。そのこと
は recoupling theory を持ち出す必要がある。また、今後の計算をスムーズ
に行うためにも、角運動量の合成に対応させるためにも、その理論は必要で

ある。そのため、次回は recoupling theory について話す。

6 Spin Network

　今まではあるグラフにおけるありとあらゆるループを考えてきたが、Man-
delstam恒等式 [α][β] = [α#sβ] + [α#sβ

−1]があるため over complete で
ある。だが、ループ状態から完備な (直交もしている)状態を作ることができ
る。　まず、グラフ Γにたいして、3-valentな交点しか持たないグラフを次
のように考える。n-valentな交点があった場合、交点にささっている n個の
辺に番号をつける。そして、図のように n-2個の新しい交点を作る。これを
ribbon-netという。

1

2

3 4

5

6 1

2

3
4

5

6

図１

この 3-valentな交点しか持たないグラフを Virtual graphと言う。
　次に Virtual graphに対して、その辺すべてを太くする。そして交点には
円を書くことにする。
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図２

今までのループ状態はこの ribbon-netの中にどこを通ったのか目で見えるよ
うに書くことができる。

定義　 graphΓSの spin networkとは、virtual trivalent graphで、そのそれ
ぞれの辺 (e)に colorと呼ばれる正の整数 (pe)がついたものである。ここで、
ある交点にささっている辺の colorを p1, p2, p3 とすると、p1 = a + b, p2 =
b + c, p3 = c + aとなる正の整数 a, b, c が存在するという条件が colorにはあ
る。spin network を S = (ΓS , {pe}) と書く。
　 spin network 状態とは、spin network において定められる。まず、その
graphを ribbon-netにする。それぞれの辺に colorの個数入ったループ状態の
中で、ribbon-netの中で一回も交わらない状態をP

(0)
S とする。辺 eでの anti-

symmetlizerを Π(e)
pe と書く (Π(e)

n Pe = 1
n!

∑
p(−1)|p|P (p)

e ここで P
(p)
e は p と

いう permutationを行ったループ状態を示している。また、|p|は permutation
の parity である)。spin network状態 (PS)は、

PS =
∏
e∈Γ

Π(e)
pe

P
(0)
S (6.1)

で定義される。この状態は一つのグラフに関しては完備で、前回作った測度

で直交である。

　例１

2

1

1
2

1

　先ほどの grapsという作用はループ状態に対しては、次のように作用する。

graps

α

β

1

2
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が、spin network 状態に対しては次のように作用することが分かる。

grasp

α

β

p

1 p
p 1

2

なお、∆a[β, s]は省略した。
　 spin network状態には 3valentの交点の取り方に曖昧さが残るが、違う
3valentをとったとしてもその間にはユニタリ変換 (直行)がある。そのこと
は recoupling theory を持ち出す必要がある。また、今後の計算をスムーズ
に行うためにも、角運動量の合成に対応させるためにも、その理論は必要で

ある。そのため、次回は recoupling theory について話す。

Temperley-Lieb Recoupling Theory
　 3つの vertexしかもたないグラフの選び方はいくつもある。ここではその
どれを選んでも問題のないことを言う。さらに、そのついでとして、今後の

計算を簡単に書き表すための方法も説明する。

　まず、Kauffmanブラケットについて説明する。これは、紙 (２次元平面)に
閉じたループ (結び目)が書かれているときその結び目に多項式を対応させよ
うというものである。Kauffmanブラケットでは次の順序で多項式を作る。ま
ず下図のように結び目の重なっているところを分解する。そのときAとA−1

を結び目にかける。

A
A−1

その行為を、元の結び目が重なりのない円の結び目になるまで繰り返す。最

後にそれぞれの円に d(= −A2 − A−2)をわりふる。次がその例である。

=A A−1

+ A−1d2
= Ad

ここで、A = −1, d = −2の時は重なりの上下が意味を持たず、Mandelstam
恒等式と同じである。つぎに、Jones-Wenzel projector を定義する。それは
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下式のものである。

Πn=
n

=
1

{n!}
∑

p(A
−3)|p|P (p)

n

ここで |p|は permutationの偶奇を、P
(p)
n は n本からなる線の pで表される

permutationの図である。また、{n} =
∑

p(A
−4)|p|である。n = 2の時の例

は次のとおりである。

Π2= =
2 1

{2} +A−3

=
1

1+A−4 +A−4 +A−2

= + 1
A2+A−2

= − 1
d

とくに A = −1, d = −2の時は Πは antisymmetrizerになる。Πn の両端を

結んで Kauffmanブラケットをとったものを∆n と書く。

∆n =
n

∆n は計算されていて、∆n = (−1)n A2n+2−A−2n−2

A2−A−2 である。とくに A = −1
のときは、∆n = (−1)n(n + 1)である。さらに以下の Kauffmanブラケット
も定義する。

a
b
c =θ(a, b, c)

A

B C

D
EF =Tet

A B

C D

E

F

Recoupling Theoryとは次の式が成り立つことを意味する。

a

b c

d
ij

a

bc

d

=

∑
i

{
a b i

c d j

}

ここで上式の括弧は量子力学の角運動量の合成に出てくる {6j}記号と同じ
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ものである。先ほどの Kauffmanブラケットの諸式を用いると、

{
a b i

c d j

}
=

Tet

{
a b i

c d j

}
∆i

θ(a, d, i)θ(b, c, i)
(6.2)

と書ける。またこの 6j 記号は直行関係、

∑
i

{
a b i

c d j

}{
d a k

b c i

}
= δkj (6.3)

をみたしている。つまり 3valentな頂点しかとらないグラフを、2つ持ってき
たとき 2種類のスピンネットワーク状態の間にはユニタリ (直行)変換がある。
Recoupling Theoryの例

1 1

1 1

0 =

=

a b
1

1

1

1

1 1

1 1
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= a +

+

b -

(a + b) +2b

a = − 1
2 , b = 1

2
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